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3Þìâ>èjÔsÚ 3å2«ß`Ô¿×£Þ°ëÕØ¿ß\èVì«ÙVÔsÛ¿èVìRØ}ÙJäpÞ1ÕÚpèjâ`èVÔsÚÜßØ¿Úpä ÚÜÔ¿â>èjÔsÚpßå 9Ú 3Þì¹ý
â>èjÔsÚ 3åﬁﬂéCÞ/ûZÔsèjÚLâÔsÝÜâØ!ÙaØ¿ÚÜÛsÝÕØ¿ÛsÞxØ¿ììÞûÜâ`Þä
ëLüØﬃûÕØ¿ÖMâ>èVØ¿ÙVÙ¬üﬃÔsÖ`äpÞÖ`Þä
Ø¿Ý3â>Ôs×£Ø}â>Ô¿ÚëpÝÜâ
ÚpÔ¿â*ëLü«Ø¿ÚLü
Σ2
áTÔsÖ\×íÝpÙVØÜå 3Þìâ`èVÔsÚ 3å81èjß!äpÞäpèjìRØ}â`Þä«â>Ô1ûpÖ`ÔSþsÞâ>ãpØ}â*ÞþsÞÖ\ü«ÙaØ}ÚpÛsÝÕØ¿Û¿Þ
Ø¿ììÞûÜâ`Þä¶ëKüﬁØ
Σ2
áTÔsÖ`×
ÝpÙaØíèjßﬃØ¿ÙVß\ÔØ¿ììÞûÜâ`Þä±ëLü«ØÇûÕØ¿ÖMâ>èVØ¿ÙVÙ¬ü£Ô¿Ö`äpÞÖ`Þä¶Ø¿ÝÜâ`Ôs×£Ø}â>ÔsÚÀå
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Ô¿Ú
F
Ø¿Ö`ÞäpÞ1ÕÚpÞä±Ø¿ßﬂáTÔsÙjÙVÔSéﬃß
G
• (p1 = p2)
à
(p1 <i p2)
Ø¿ÚÜä
Rf (p1)
àHéﬃãpÞÖ\Þ
p1
Ø¿Úpä
p2
Ø¿Ö\ÞíÞÙjÞ×1ÞÚLâ>ßdÔ¿á
N
∗ ∪ X
à
f ∈ F
àÕØ¿ÚÜä
i ∈ N
àÕØ¿Ö\ÞØ}â>Ôs×1èVìdáTÔsÖ`×íÝÜÙaØ¿Þ}å
•
;á
ϕ1
Ø}Úpä
ϕ2
Ø¿Ö\ÞXØ}â`Ôs×1èVìﬃáTÔsÖ`×íÝÜÙaØ¿Þ}àKâ`ãpÞÚ
¬ϕ1
à
(ϕ1 ∨ϕ2)
Ø¿Ö\ÞØ}â>Ô¿×£èjìﬃáTÔ¿Ö`×íÝpÙVØ¿Þ¿å
9Úﬁâ>ãpÞØ}ëZÔSþsÞäÜÞ1ÕÚpè¬â>èjÔsÚ@àhèjá
p1
à
p2
Ø¿Úpä
p
Ø}Ö`ÞÖ`Þ=KÝpèVÖ\Þä%â>ÔÇë5ÞÙjÔsÚpÛ
â`Ô
X
à3éCÞÔsëÜâ^Ø}èVÚ
â>ãpÞÇß\Ýpë5ìÙaØ}ß`ßÔ¿áJØ}â>Ôs×1èVìáTÔsÖ`×
ÝpÙaØ¿Þ'ìRØ¿ÙjÙVÞä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å;áCâ`ãpÞ
ß`Þ¹â%Ô¿áXþ}Ø¿Ö\èaØ¿ëÜÙVÞß1ÔhììÝÜÖ`Ö`èjÚpÛ Ø áTÔsÖ`×
ÝpÙaØ
ϕ
èjß£èjÚpìÙjÝpäpÞä èVÚ
{x1, . . . , xn}
à/â`ãpÞÚ éJÞ
Ø¿ÙVß\ÔÇéﬃÖ`èjâ`Þèjâ
ϕ(x1, . . . , xn)
åHÓÕÔsÖ!ÞRØ¿ì^ã¶â>ÞÖ\×
t
àÕéJÞèVÚÜäpÝpìâ`èjþ¿ÞÙjü%äpÞ1ÕÚÜÞ
ØÇþ}Ø¿ÙVÝÕØQâ>èVÔ¿Ú
áTÝpÚpì¹â>èVÔ¿Ú
νt
â`ãÕØ}â*×£Ø¿ûpß!ÞRØ}ì^ã«áTÔsÖ\×íÝpÙVØ
â>Ô
0
ÔsÖ
1
G
• νt((p1 = p2)) = 1
è
p1
Ø¿Úpä
p2
Ø¿Ö`Þû5Ôsß`è¬â>èjÔsÚpßﬂÔ¿á
t
Ø}Úpä¶è¬á
p1 = p2
å
• νt((p1 <i p2)) = 1
è
p1.i
Ø¿Úpä
p2
Ø}Ö`Þ
û5Ôsß\èjâ>èjÔsÚpß*Ô¿á
t
Ø¿Úpä è¬á
p1.i
èjßXØûpÖ\Þ17±Ô¿á
p2
å
• νt(Rf (p)) = 1
àpè
p
èVßﬃØûZÔ¿ß`èjâ`èVÔsÚÔ¿á
t
Ø¿Úpä
t(p) = f
å
• νt(¬ϕ) = 1− νt(ϕ)
å
• νt((ϕ ∨ ϕ2)) = max(νt(ϕ1), νt(ϕ2))
å
/JÙaØ¿ß\ß`èjìRØ¿ÙjÙjüsà}éJÞdß>ØRü£â`ãÕØ}â
t
ß>ØQâ>èVß 1ÕÞß
ϕ
àKäpÞÚÜÔ¿â>Þä
t |= ϕ
àhè¬á
νt(ϕ) = 1
å
ú
áTÔsÖ\×íÝpÙVØÔ}á
â>ãpÞ!áTÔsÖ\×
∃x1 . . .∃xn∀y1 . . .∀yk ϕ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk)
àséﬃãÜÞÖ`Þ
ϕ
èVßDØìÔsÚpß\â>Ø¿ÚLâ\ý
áTÖ`ÞÞnØ}â`Ôs×1èVìﬂáTÔsÖ\×íÝpÙaØXèjßCìØ¿ÙVÙjÞä1Ø
Σ2
áTÔsÖ`×
ÝpÙaØÜå
ú
Σ2
áTÔsÖ`×íÝÜÙaØnéﬃèjâ`ã£ÚÜÔ
∃
=KÝÕØ¿ÚLâ`è21ÕÞÖ`ß
èVßdìRØ¿ÙjÙVÞä±Ø
Π1
áTÔ¿Ö`×íÝpÙVØÜàHØ¿ÚpäÄØ
Σ2
áTÔsÖ`×
ÝpÙaØéﬃèjâ>ã¶ÚpÔ
∀
=KÝÕØ¿ÚLâ>è1ÕÞÖ\ßXèVßdìRØ¿ÙjÙVÞäÄØ
Σ1
áTÔsÖ`×
ÝpÙaØÜå
ú
â>ÞÖ\×
t
ß`Ø}â>èjß 1ÕÞßØ
Σ2
áTÔsÖ\×íÝpÙVØ1è â`ãpÞÖ\ÞíÞ3èVßMâXû5Ôsß`è¬â>èjÔsÚpß
p1, . . . , pn
Ô¿á
t
ß`ÝÜì^ã â>ãÕØQâ1áTÔ¿Ö£Ø}ÙVÙﬂû5Ôsß`è¬â>èjÔsÚpß
p′1, . . . , p
′
k
Ô¿á
t
à
t |= ϕ(p1, . . . , pn, p
′
1, . . . , p
′
k)
å 9Ú
â>ãpèjßﬃìRØ¿ß\ÞéCÞ
ß`ØSüﬁâ`ãÕØ}â
t
èjßdØ}ììÞûÜâ>ÞäÄëLü
ϕ
åÕæçÞäpÞÚpÔ¿â>ÞëLü
L(ϕ)
â`ãpÞ'ß\ÞâdÔ¿áﬀâ`ÞÖ\×£ß
Ø¿ììÞûÜâ`Þä¶ëKü
ϕ
àpéﬃãpèVì^ã«èVßﬃØ}ÙjéJØSühßﬃÖ`ÞÛsÝpÙVØ¿ÖîﬀÆñòå

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;áÕéJÞ!Ö\ÞßMâ>Ö`èjìâºâ>ãpÞ!Ø}ÙVûpãÕØ}ëZÞ¹âﬀâ>ÔnÝpÚÕØ¿ÖMü
ÔsÖºìÔsÚÜß\â^Ø}ÚKâDßMüh×íëZÔ¿ÙVßàÆâ>ãÜÞﬂìÙVØ¿ß`ßºÔ¿áHÙaØ¿ÚÜÛsÝÕØ¿ÛsÞß
Ø¿ììÞûÜâ`Þä1ëLü
Σ2
áTÔsÖ`×
ÝpÙaØ¿ÞCèVßºÞÜØ¿ìâ`Ùjü'â>ãpÞ!ìÙaØ¿ß\ßxÔ¿á5ÙaØ¿ÚÜÛsÝÕØ¿ÛsÞß¼Ø¿ììÞû3â>ÞäëLüíûpØ¿Ö\â`èaØ¿ÙjÙjü
ÔsÖ`äÜÞÖ`Þä%Ø¿Ý3â>Ôs×£Ø}â^Ø1îSï3àñòå7-«ÔsÖ`ÞÔÆþ¿ÞÖà3è¬âCèjß/Ø¿ÙVß\Ô )KÚpÔSéﬃÚâ`ãÕØ}âCèVÚâ>ãpÞﬃéJÔ¿Ö`äìØ¿ß`Þ}àhâ`ãpÞ
ìÙVØ¿ß`ß!Ô¿áºÙaØ}ÚpÛsÝÕØ¿Û¿Þß!Ø¿ììÞûÜâ>Þä¶ëLü
Σ1
áTÔsÖ`×
ÝpÙaØ¿Þ}àpØ¿ììÞûÜâ>ßﬃß`ãKÝ1ÞèVäpÞØ¿ÙVßXîSïÆñ à3â>ãÕØ}âﬃèjß
ÙaØ¿ÚÜÛsÝÕØ¿ÛsÞßxéﬃãpèVì^ã£Ø¿Ö\ÞdØ 1ÕÚpè¬â>Þ!ÝpÚÜèVÔsÚÔ¿áÀÙaØ¿ÚpÛ¿ÝÕØ¿ÛsÞß¼Ô¿áZâ`ãpÞ!áTÔsÖ`×
A∗a1A
∗ . . . A∗anA
∗
éﬃãpÞÖ\Þ
A
èVßﬀâ`ãpÞ!Ø¿ÙjûpãÕØ¿ë5Þâ¼Ø¿Úpäíâ>ãÜÞ
ai
	 ßDØ}Ö`ÞﬂÙjÞâ`â`ÞÖ\ßå ;âDèjß )KÚpÔSéﬃÚ¶î
	}ñ3â>ãÕØQâDØ

1ÕÚÜèjâ>ÞJÔsÖ
èVÚ71pÚpèjâ`ÞºÝpÚÜèVÔsÚÔ¿áZß`ãKÝ1Þ*èVäpÞØ¿ÙpèVßDØß\ãhÝ£ÞdèVäpÞØ¿Ù3â`Ô3ÔÜå -¶ÔsÖ\ÞÔSþsÞÖàKß`ãKÝ1Þ*èVäpÞØ¿ÙVßDØ¿Ö\Þ
Ø¿ÙVß\Ô
ÞpØ}ìâ>Ù¬üâ>ãpÞdìÙaØ}ß`ßJÔ}átéJÔsÖ\ä%ÙaØ}ÚpÛsÝÕØ¿Û¿Þß
L
ß`Ø}â>èjß\á·ühèVÚÜÛ'â>ãÜÞdáTÔsÙjÙVÔSéﬃèVÚpÛûpÖ\Ôsû5ÞÖ\â9ü<G3èjá
u
Ø¿Úpä
v
Ø¿Ö`Þ'éJÔsÖ\äpßØ¿Úpä è¬á
uv
èjßXèVÚ
L
à5â>ãpÞÚ áTÔsÖnÞ¹þsÞÖMü ÙVÞ¹â`â`ÞÖ
a
à5â>ãpÞ
éCÔsÖ\ä
uav
èVß
Ø¿ÙVß\Ô'èjÚ
L
å3ÓHÔ¿ÖCØ'ìÔs×íëÜèVÚÕØ}â`ÔsÖ`èVØ¿ÙpØ}ûpûpÖ`ÔsØ¿ì^ã%Ô¿átß\ãKÝ1ÞXèVäpÞØ¿ÙVßàsâ>ãpÞdÖ`ÞØ¿äpÞÖCèVß/Ö`Þ¹áTÞÖ`Ö\Þä
â>Ô î}ñnØ¿Úpä áTÔsÖ%ØçÖ\ÞÛsÝÜÙaØ¿Ö£Ø¿ûpûpÖ\ÔLØ¿ì^ã â`Ô î
Æñ ådÔSé éJÞ±ìRØ¿Ú ûÜÖ`ÔSþsÞÄâ`ãpÞ¶áTÔsÙjÙVÔSéﬃèVÚÜÛ
ûpÖ`Ô¿ûZÔsß\èjâ`èVÔsÚ@å
ß'ÏÆÎ ¼Î5Ñ
ù·öÆù
Î
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F = {f, a, b, #}
à
f
èVßxÔ¿áZØ¿Ö\èjâ9ü
2
à
a
Ø¿Úpä
b
Ø¿Ö\Þ!ëZÔ}â>ãÇÔ¿áÀØ¿Ö`è¬â9ü
1
Ø¿Úpä
#
èVßCÔ¿áºØ¿Ö`è¬â9ü
0
åhæ ÞXìÔsÚpß`èjäpÞÖCâ>ãpÞXûpØ¿Ö\â`èaØ¿ÙjÙjüÇÔsÖ\äpÞÖ\Þä«Ø¿ÝÜâ`Ôs×£Ø}â>ÔsÚ
A
éﬃãpÔsß\Þß\â^ØQâ>ÞßﬃØ}Ö`Þ
q0, q1

éﬃèjâ`ã
q0 ≤ q1
àÀéﬃãpÔsß\Þ1â`Ö>Ø¿ÚÜß`èjâ`èVÔsÚÜßØ¿Ö`Þ
# → q0
à
a(q0) → q0
à
b(q0) → q0
à
a(q0) → q1
à
f(q1, q1) → q1
àHØ¿ÚÜä«éﬃãpÔ¿ß`Þ 1ÕÚÕØ¿ÙtßMâ^Ø}â`ÞèVß
{q1}
å
dÔSé éCÞ*éﬃèjÙVÙpûÜÖ`ÔSþsÞ*â>ãÕØ}âDâ`ãpÞÖ\Þdèjß/ÚÜÔ
Σ2
áTÔsÖ`×íÝÜÙaØØ¿ììÞû3â>èVÚÜÛ
L(A)
å 9ÚpäpÞÞä%Ø}ß`ß`ÝÜ×£Þ
â>ãÕØQâtâ>ãpÞÖ`Þ¼Þ3èjß\â>ßØ
Σ2
áTÔsÖ\×íÝpÙaØ
φ = ∃x1 . . .∃xn∀y1 . . .∀yk ϕ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk)
Ø¿ììÞûÜâ`èVÚpÛ
L(A)
å

«ÓﬀèjÖ`ßMâ>Ùjü¿àJÙjÞâ
u ∈ a{a, b}∗
åﬂæçÞ 1ÕÖ\ß\â¶äpÞ1ÕÚÜÞçØêß`Þ=KÝpÞÚpìÞ Ô¿á'â>ÞÖ\×£ß
(tui )i≥1
ëLü
tu1 = f(u(#), u(#))
Ø¿Úpä
tui+1 = f(t
u
i , t
u
i )
åﬃDØ¿ì^ã
tui
èVß'èVÚ
L(A)
åﬁtÞâ
`
ë5ÞﬁØ¿Ú
èjÚKâ`ÞÛsÞÖß`Ýpì^ã â>ãÕØ}â
` > log2 n
å 3èVÚÜìÞ
t` |= φ
à@â`ãpÞÖ\Þ£Þ3èVß\âû5Ôsß`è¬â>èjÔsÚpß
p1, . . . , pn
Ô¿á
t`
ß`ÝÜì^ã â>ãpØ}â
tu` |= ∀y1 . . .∀ykϕ
′(y1, . . . , yk)
éﬃãpÞÖ`Þ
ϕ′(y1, . . . , yk)
äpÞÚpÔ¿â`Þß
ϕ(p1, . . . , pn, y1, . . . , yk)
å*ÔSéàÀß`èjÚpìÞ
tu`
Ø}äp×£è¬â>ß
2` > n
ûZÔsß\èjâ`èVÔsÚpß*Ô¿áDÙjÞÚpÛ¿â`ã
`
à
â`ãpÞÖ\ÞíÞ3èVßMâ>ßØ%û5Ôsß`è¬â>èjÔsÚ
p
Ô}á
tu`
Ô¿á/ÙVÞÚpÛ¿â`ã
`
éﬃãÜèVì^ãèVßXÚÜÔ¿âØûpÖ\Þ17 Ô¿á/Ø¿ÚLü
pi
	 ßå
*ÔÆé ÙVÞ¹â
Ku = {v ∈ {a, b}
∗ | tu` [v(#)]p |= ∀y1 . . .∀ykϕ
′(y1, . . . , yk)},
éﬃãpÞÖ`Þ
tu` [v(#)]p
äpÞÚpÔ¿â>Þßâ`ãpÞÇâ>ÞÖ`× Ôsë3â^Ø¿èjÚpÞäëLüÖ`ÞûpÙaØ¿ìèVÚpÛﬁèjÚ
t`
â`ãpÞß`Ýpë3â>ÞÖ\×
Ø}â
ûZÔ¿ß`èjâ`èVÔsÚ
p
ëLü
v(#)
åºæ Þ%ìÙaØ¿èj× â`ãÕØ}â
èjá
v1v2 /∈ Ku
àâ>ãpÞÚ
v1av2 /∈ K
Ø¿Úpä
v1bv2 /∈ Ku
å
ú
ß\ß`Ýp×1èVÚpÛÄâ`ãÕØ}â
tu` [v1v2(#)]p |= ¬ϕ
′(p′1, . . . , p
′
k)
àºÙVÞ¹â
p′′i = p
′
i
èjá
p.1r

éﬃãÜÞÖ`Þ
r
èVßÇâ`ãpÞ¶ÙjÞÚpÛ}â>ã Ô¿á
v1
ÇèVßÚpÔ¿â£ØûpÖ`Þ17 Ô¿á
p′i
Ø¿ÚÜä ÙjÞâ
p′′i = p
′
i.1
Ô¿â`ãpÞÖMéﬃèVß\Þ¿å ;Cü°ØÇäpèjÖ`ÞìâﬃèVÚÜäpÝpìâ`èVÔsÚÀàpÔsÚpÞãÕØ¿ß
νtu
`
[v1v2(#)]p(ϕ
′(p′′1, . . . , p
′′
k)) = νtu` [v1xv2(#)]p(ϕ
′(p′1, . . . , p
′
k)),
5
éﬃè¬â>ã
x = a
ÔsÖ
x = b
àﬀûpÖ`ÔSþhèVÚpÛ¶â>ãpÞﬁìÙaØ¿èj×¶å;âíáTÔ¿ÙVÙVÔSéﬃßâ>ãÕØ}â
{a, b}∗ \ Ku
èjßÇØ
ß\ãhÝ£ÞèVäÜÞRØ¿Ùòå

 I3ÞìÔsÚÜäpÙjü¿ànÙVÞ¹â
H = {a, b}∗ \
⋃
u∈a{a,b}∗ Ku
å9 !ãpÞêß`Þ¹â
H
èVßÄØ ß`ãKÝ1ÞêèVäpÞØ¿Ù å
-¶Ô¿Ö`ÞÔSþ¿ÞÖà!ëLü ìÔsÚpßMâ>Ö\Ýpìâ`èVÔsÚÂÔ¿á
Ku
àCáTÔsÖ%Þþ¿ÞÖMü
u
èjÚ
a{a, b}∗
à
u ∈ Ku
å!ÓÕÝpÖý
â`ãpÞÖ\×£ÔsÖ\Þ¿àÕß\èVÚpìÞ
φ
Ø¿ììÞûÜâ`ß
L(A)
àpáTÔsÖ*ÞþsÞÖ\ü
u
à
Ku ⊆ a{a, b}
∗ å ;âdáTÔ¿ÙVÙVÔSéﬃß!â>ãpØ}â
H = {a, b}∗ \ a{a, b}∗ = b{a, b}∗ ∪ {ε}
àÕéﬃãpèjì^ã±èjßdÚpÔ}âXØ1ß`ãKÝ1ÞíèVäÜÞRØ¿Ùòå  !ãpèVß*èVß
ØÇìÔ¿ÚKâ`Ö>Ø¿äÜèVìâ`èVÔsÚ%éﬃãÜèVì^ã°þsÞÖMü°×íÝpì^ã«ìÔs×1ûpÙjÞâ>Þß!â>ãpÞûpÖ\Ô3Ô}áå
2
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ûpÖ`ÔSþsÞíâ`ãÕØ}â*â>ãpÞ
ìÙaØ}ß`ßnÔ}áDÙaØ¿ÚpÛ¿ÝÕØ¿ÛsÞßnØ¿ììÞûÜâ>Þä ëKü
Σ2
áTÔsÖ\×íÝpÙaØ}Þ
èVß*èVÚpìÙVÝpäÜÞä±èjÚ«â`ãpÞ
ìÙaØ¿ß\ßdÔ}á¼ÙaØ¿ÚÜÛsÝÕØ¿ÛsÞß*Ø¿ììÞûÜâ`Þä ëLü«ûÕØ¿Ö\â`èaØ¿ÙjÙjü£ÔsÖ`äÜÞÖ`Þä Ø¿ÝÜâ`Ôs×£Ø}â^ØÜå
ÓﬀèVÖ\ß\ânÔ¿á/Ø¿ÙVÙòàHëKü¶Ýpß\èVÚpÛ°ØìÔsÚpßMâ>Ö`ÝÜìâ>èjÔsÚÄâ>Ö`Ø¿Úpß\ÙaØ}â`èVÚpÛØ£áTÔsÖ`×
ÝpÙaØ1èVÚLâ>ÔﬁØ1â>Ö`ÞÞÇÖ`ÞÛsÝpÙaØ}Ö
ÙaØ¿ÚÜÛsÝÕØ¿ÛsÞ}å  !ãpèjßÇìÔsÚÜß\â>Ö\Ýpìâ`èVÔsÚ

Ø}Úpäèjâ>ß
ìÔsÖ\Ö`Þì¹â>ÚpÞß`ß 1èVßàºáTÔsÖÇèjÚpß\â>Ø¿ÚpìÞ¿à¼ûpÖ\Þß`ÞÚLâ>Þä
èVÚ îKà /JãÕØ¿ûÜâ`ÞÖ Æñ ådÞ3â
ëLü Û¿èjþhèVÚpÛ°ß\Ôs×£Þâ>Þì^ãpÚpèjìRØ¿Ù/ÙVÞ×£×£Ø¿ßèVÚ ÔsÖ`äÜÞÖ'â`Ô¶ûÜÖ`ÔSþsÞ
â>ãpÞ×1Ô¿â>èjÔsÚpÞäﬁÖ`Þß\ÝpÙjâå
ÓÕÔsÖ
Þ¹þsÞÖMüêû5Ôsß`è¬â>èjþ¿ÞèjÚKâ`ÞÛsÞÖ
`
àºâ`ãpÞﬁß`Þ¹âÔ¿á!â>ÞÖ`×1ß
t
ÔSþsÞÖ
F × {0, 1}`

Ø¿Ö`è¬â>èVÞßíØ¿Ö\Þ
â>ãpÞ«ß>Ø}×£Þ°Ø¿ß1èVÚ
F

ß`Ýpì^ã â>ãÕØ}âáTÔsÖÇÞ¹þsÞÖ\ü
i ∈ {1, . . . , `}
â>ãÜÞÖ`Þ«Þ3èjß\â>ß1ØÝpÚpè2=hÝÜÞ
ûZÔ¿ß`èjâ`èVÔsÚ
p
àtäpÞÚpÔ}â>Þä
t
`,i àtÔsÖ
t
i è¬áCâ`ãpÞÖ\Þ£èjßÚpÔÄØ¿×
ëpèVÛsÝÜèjâ9üÄÔ¿Ú
`
àß`Ýpì^ã â>ãÕØ}â
t(p) ∈
F × {0, 1}i−11{0, 1}n−i
àpèjßﬂäpÞÚpÔ¿â>Þä°ëKü
K`
å09ÚÜáTÔ¿Ö`×£Ø¿ÙVÙ¬üèjâﬂ×1ÞRØ}Úpßﬂâ>ãÕØQâ!èjátâ`ãpÞ
i
ý â>ã
ìÔs×1û5ÔsÚpÞÚLâ`ßﬂÔ¿átßMü3×
ëZÔsÙjßﬂØ}âJûZÔ¿ß`èjâ`èVÔsÚ
p1
Ø}Úpä
p2
Ø¿Ö\ÞnÞ=hÝpØ¿ÙZâ`Ô
1
àKâ>ãpÞÚ
p1 = p2
åﬁÞ¹â
pii

1 ≤ i ≤ `
ﬃëZÞ
â`ãpÞ
áTÝpÚÜìâ>èjÔsÚ¶áTÖ\Ôs×
F × {0, 1}`
èVÚLâ`Ô
F × {0, 1}`−1
ß`Ýpì^ã â>ãpØ}â
pii((f, u)) = (f, v)
éﬃãpÞÖ\Þ
v
èVß!äpÞäpÝpìÞä¶áTÖ\Ôs×
u
ëLüﬁäpÞÙjÞâ`èVÚpÛíâ`ãpÞ
i
ý;â`ã°ìÔs×1ûZÔ¿ÚpÞÚLâRå
 !ãpÞûpÖ`Ô\Þìâ`èVÔsÚ
pii
èVß!ÚÕØ}â`ÝpÖ>Ø}ÙVÙjü£Þhâ`ÞÚpäpÞä±â>Ôâ>ÞÖ`×1ß
t
èjÚ«â`ãpÞáTÔsÙVÙjÔÆéﬃèjÚpÛ
éJØRüG
pii(t)
Ø¿Úpä
t
ãpØSþ¿Þ â`ãpÞß>Ø¿×1Þß`Þ¹â¶Ô}á
û5Ôsß`è¬â>èjÔsÚpßﬁØ¿ÚÜä áTÔsÖﬁÞ¹þsÞÖ\üÂû5Ôsß`è¬â>èVÔ¿Ú
p
à
pii(t)(p) =
pii(t(p))
å
æçÞ*èVÚÜäpÝpìâ`èjþ¿ÞÙjüäÜÞ1ÕÚpÞä%â>ãpÞ*ÙaØ}ÚpÛsÝÕØ¿Û¿Þß¼áTÔsÖCØ¿ÚLü1áTÔ¿Ö`×íÝpÙVØXéﬃãpÔsß`Þdß`Þ¹âﬂÔ¿áZþ¿Ø}Ö`èaØ}ëpÙVÞß/èjß
{x1, . . . , x`}
àpëLü
• K`(Rf (xi)) = {t ∈ K` | ∃u ∈ {0, 1}
`t(t
`,i
) = (f, u)}
àÜáTÔsÖ!Þ¹þsÞÖ\ü
f ∈ F
à
• K`(xi = xj) = {t ∈ K` | t
`,i
= t
`,j
}
à
• K`(xi <r xj) = {t ∈ K` | t
`,i
<r t
`,j
}
à
• K`(¬ϕ) = K` \ K`(ϕ)
à
K`(ϕ1 ∨ ϕ2) = K`(ϕ1) ∪ K`(ϕ2)
à
• K`(∃xiϕ) = pii(K`(ϕ))
à
• K`(∀xiϕ) = K`(¬∃xi¬ϕ)
à
;âèVß)KÚpÔSéﬃÚ%îﬀQñ¿â>ãÕØ}âè¬á
φ
ãpØ¿ßÚpÔ!áTÖ`ÞÞ¼þ}Ø¿Ö\èaØ¿ëpÙjÞ¿àâ>ãpÞÚ
K`(φ)
èVßtÞÜØ¿ì¹â>Ù¬üXâ>ãpÞDÙVØ¿ÚpÛsÝÕØ}ÛsÞ
Ø¿ììÞûÜâ`Þä¶ëKü
φ
å
ÓÕÔsÖíâ>Þì^ãpÚpèVìØ¿Ù!èVß\ß`ÝpÞßàxâ`ãpÞ°ÙaØ¿ÚpÛ¿ÝÕØ¿ÛsÞß
H`((f, u))
àºéﬃèjâ>ã
(f, u) ∈ F × {0, 1}`
àxÔ¿á
ﬀ
â>ÞÖ`×1ß
t
ÔSþsÞÖ
F × {0, 1}`
ß\Ýpì^ãÄâ>ãÕØQâdâ`ãpÞÖ\ÞíÞ3èVßMâ>ßnØ}ânÙjÞRØ¿ßMâXØ1ûZÔ¿ß`èjâ`èVÔsÚ
p
Ô¿á
t
ß`ÝÜì^ã
â>ãÕØQâ
t(p) = (f, u)
Ø¿Ö`ÞèjÚKâ`Ö`ÔhäpÝpìÞä@å
A/Ë"!B!DC 
QG"$$( "ﬁ
K`
"$3AﬃPG"$$(!"ﬁﬀ
H`((f, u))
"$"001ﬃ2'3<4)6A3ﬂ>
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ﬀ ;á
u
Ø¿Úpä
v
Ø¿Ö`Þ£â9éJÔ ÞÙjÞ×1ÞÚLâ>ßÇÔ¿á
{0, 1}`
àﬀéCÞﬁäpÞÚpÔ¿â>Þ°ëLü
u u v

Ö`Þß\û@å
u t v
ﬃâ`ãpÞ
ÞÙVÞ×1ÞÚLâ
w
Ô¿á
{0, 1}`
äÜÞ1ÕÚpÞäëKü
w(i) = 1
è
u(i) = 1
Ø¿ÚÜä
v(i) = 1

Ö\Þß`ûÀåÀÞè¬â>ãpÞÖ
u(i) = 1
ÔsÖ
v(i) = 1
åHæ ÞíìÔsÚpß`èjäpÞÖ*â>ãpÞíØ¿ÝÜâ>Ô¿×Ø}â`ÔsÚ
A`
éﬃãpÔ¿ß`Þíß\Þâ
Ô¿áºß\â^ØQâ>Þß!èjß
{qu | u ∈ {0, 1}
`}
àÜéﬃãpÔsß\Þß\Þâ*Ô¿á 1ÕÚÕØ}Ù@ß\â>Ø}â>Þß*èjßﬂÖ`ÞäpÝpìÞä¶â`Ô
{q1`}
Ø¿Úpä
éﬃãpÔsß\Þ'ß\Þâ*Ô¿áâ>Ö>Ø}Úpß`è¬â>èVÔ¿ÚpßﬂèVß!äÜÞ1ÕÚpÞä±ëLüﬁâ>ãÜÞáTÔ¿ÙVÙVÔSéﬃèjÚpÛ0G
•
ÓÕÔsÖÇÞ¹þsÞÖ\ü
A ∈ F
Ô¿áXØ¿Ö`è¬â9ü
0
Ø¿Úpä áTÔ¿Ö1Þ¹þsÞÖ\ü
u ∈ {0, 1}`
à
(A, u) → qu
èVß1Ø
â`Ö>Ø¿Úpß\èjâ`èVÔsÚ%Ô}á
A`
à
•
ÓÕÔsÖ£Þþ¿ÞÖ\ü
f ∈ F
Ô¿á'Ø¿Ö`è¬â9ü
r ≥ 1
àJØ¿Úpä áTÔsÖ%Þ¹þsÞÖMü
u0, u1, . . . , ur ∈ {0, 1}
`
à
è¬á
ui u uj = 0
`
áTÔsÖÇØ¿ÙjÙ
i 6= j
àºâ>ãpÞÚ
(f, u0)(qu1 , . . . , qur) → qu0tu1t...tur
èjßÇØ
â`Ö>Ø¿Úpß\èjâ`èVÔsÚ%Ô}á
A`
à
•
â`ãpÞÖ\ÞèVß!ÚpÔÔ¿â`ãpÞÖ!â>Ö`Ø¿Úpß\èjâ>èjÔsÚ@å

ÚpÞdìØ¿ÚÞØ¿ß`èjÙjüÇì^ãÜÞì*)â>ãÕØ}â/áTÔsÖDÞþ¿ÞÖMü1â`ÞÖ\×
t
Ø¿ììÞûÜâ`ÞäﬁëLü
A`
Ø¿Úpä£ÞRØ¿ì^ã
1 ≤ i ≤ `
à
â>ãpÞÖ`ÞÞ3èjß\â>ßØﬁÝpÚpè2=KÝpÞûZÔsß\èjâ`èVÔsÚ
p
à@ß`Ýpì^ã â>ãÕØQâ
t(p) ∈ F × {0, 1}i−11{0, 1}n−i
å;â
áTÔsÙVÙjÔSéﬃß*â`ãÕØ}â
A`
Ø¿ììÞû3â>ß
K`
å -¶ÔsÖ\ÞÔSþsÞÖà
A`
èVßdûÕØ¿ÖMâ>èaØ}ÙVÙjüÔsÖ`äÜÞÖ`ÞäÄëLü¶â`ãpÞíÖ\ÞÙaØQâ>èVÔ¿Ú
qu ≤ qv
è
v(i) = 1 ⇒ u(i) = 1
å
 !ãpÞìÔsÚpßMâ>Ö\Ýpìâ`èVÔsÚ°Ô¿á
H`((f, u))
èVß!ÞØ¿ß\üﬁØ¿Úpä«ÙVÞá·â!â`ÔÇâ>ãpÞÖ`ÞØ¿äpÞÖå
2
A/Ë"!B!DC

ϕ(x1, . . . , x`)
ﬀI" 0
!ﬀﬂﬃJ"$ﬃ8I"$ﬃ2
@% 0=
ﬂ@%(G" "$3
0 ≤ k ≤ `
ﬃDﬂ ﬃDMG"$$(!"ﬁﬀ
K`(∃x1 . . .∃xkϕ)
"$3
K`(∀x1 . . .∀xkϕ)
"$M"001ﬃ2'3 4)6 "
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ﬀ  !ãpÞ£ÙVÞ×1×£Ø°èjßûpÖ`ÔSþsÞä ëLü Ø¿ÚçèjÚpäpÝpì¹â>èVÔ¿Ú Ô¿Ú
ϕ
å
ú
ß\ß`Ýp×1èVÚÜÛH1ÕÖ\ß\â`Ùjü â>ãpØ}â
ϕ(x1, . . . , x`)
èVß«Ø ìÔsÚpßMâ^Ø¿ÚLâ«áTÖ`ÞÞçØ}â>Ô¿×£èjì±áTÔsÖ`×
ÝpÙaØêß`ÝÜì^ã â>ãÕØQâ
K`(∃x1 . . .∃xkϕ)
Ø¿Úpä
K`(∀x1 . . .∀xkϕ)
Ø}Ö`ÞíÖ\Þß\ûZÞìâ>è¬þsÞÙjü±Ø¿ììÞûÜâ`Þä ëLü¶â`ãpÞíäpÞ¹â>ÞÖ`×1èVÚpèjß\â>èjìûÕØ¿Ö\â`èaØ¿ÙjÙjü
ÔsÖ`äÜÞÖ`Þä±Ø}ÝÜâ>Ôs×£Ø}â>Ø
A∃
Ø}Úpä
A∀
àÕÔsÚpÞãpØ¿ß
K`(∀x1 . . .∀xk¬ϕ) = K`(¬∃x1 . . .∃xk¬¬ϕ) = K`(¬∃x1 . . .∃xkϕ) = L(A∃)
c∩K`−k.
3èVÚÜìÞ£â`ãpÞ%ìÙaØ¿ß\ßíÔ¿áﬃÙaØ}ÚpÛsÝÕØ¿Û¿Þß'Ø¿ììÞûÜâ`ÞäëLüçäpÞ¹â>ÞÖ`×1èVÚpèjß\â>èjì£ûpØ¿Ö\â`èaØ¿ÙjÙjüÄÔ¿Ö`äpÞÖ`ÞäØ}Ý3ý
â>Ôs×£Ø}â>Ø'èVßCìÙjÔsß`ÞäﬁÝpÚpäpÞÖ!èVÚLâ>ÞÖ`ß`Þìâ`èVÔsÚﬁØ}ÚpäﬁìÔs×1ûpÙjÞ×1ÞÚLâRà
K`(∀x1 . . . ∀xk¬ϕ)
èVßﬂØ}ì¹ý
ìÞûÜâ>ÞäêëKü Ø±äÜÞâ>ÞÖ`×1èVÚpèjß\â`èVìÇûÕØ¿ÖMâ>èVØ¿ÙVÙ¬üÄÔsÖ\äpÞÖ\ÞäêØ¿Ý3â>Ôs×£Ø}â>Ô¿Ú@å !ãpÞ%ß`Ø¿×£Þ£Ø¿Ö\ÛsÝp×1ÞÚLâ
ãpÔsÙjäpßﬂáTÔsÖ
K`(∃x1 . . .∃xk¬ϕ)
å
3ÞìÔsÚpäpÙ¬üsàHèjá
ϕ1(x1, . . . , x`)
Ø¿Úpä
ϕ2(x1, . . . , x`)
Ø¿Ö\Þ'ìÔsÚpß\â>Ø¿ÚLâdáTÖ\ÞÞ'Ø}â>Ô¿×£èjìXáTÔsÖ`×íÝhý
ÙaØ¿Þ}à/â`ãpÞÚ
K`(∃x1 . . .∃xk(ϕ1 ∨ ϕ2)) = K`(∃x1 . . .∃xkϕ1) ∪ K`(∃x1 . . .∃xkϕ2).
3èVÚÜìÞ£â`ãpÞ%ìÙaØ¿ß\ßíÔ¿áﬃÙaØ}ÚpÛsÝÕØ¿Û¿Þß'Ø¿ììÞûÜâ`ÞäëLüçäpÞ¹â>ÞÖ`×1èVÚpèjß\â>èjì£ûpØ¿Ö\â`èaØ¿ÙjÙjüÄÔ¿Ö`äpÞÖ`ÞäØ}Ý3ý
ï
â>Ôs×£Ø}â>ØèjßDìÙVÔ¿ß`Þä1ÝpÚpäÜÞÖJÝÜÚpèVÔsÚÀàsèjá
K`(∃x1 . . .∃xk(ϕ1)
Ø¿Úpä
K`(∃x1 . . .∃xk(ϕ2)
Ø¿Ö\Þ
Ø¿ììÞûÜâ`ÞäëLüäpÞâ`ÞÖ\×£èjÚpèVßMâ>èVìºûÕØ¿ÖMâ>èaØ}ÙVÙjü*ÔsÖ\äpÞÖ\ÞäØ¿ÝÜâ`Ôs×£Ø}â^ØÜà¹â>ãpÞÚ
K`(∃x1 . . .∃xk(ϕ1∨
ϕ2))
èjßØ}ììÞûÜâ>Þä ëLü Ø äpÞâ`ÞÖ\×£èjÚpèVßMâ>èVìﬁûpØ¿Ö\â`èaØ¿ÙjÙjü Ô¿Ö`äpÞÖ`Þä Ø¿ÝÜâ`Ôs×ØQâ>ÔsÚâ>ÔhÔpå 3èVÚÜìÞ
â>ãpÞ£ìÙVØ¿ß`ßÔ¿á!ÙVØ¿ÚpÛsÝÕØ}ÛsÞß'Ø¿ììÞûÜâ`ÞäêëLü äpÞâ`ÞÖ\×£èjÚpèVßMâ>èVìûÕØ}Ö\â>èVØ¿ÙVÙ¬ü±Ô¿Ö`äpÞÖ`Þä Ø¿ÝÜâ>Ô¿×Ø}â>Ø
èVßìÙjÔsß`Þä ÝpÚpäpÞÖ
èjÚKâ`ÞÖ\ß`Þì¹â>èjÔsÚ@àØ¶ß\èV×1èVÙaØ}ÖìÔsÚpßMâ>Ö\Ýpìâ`èVÔsÚ ×ØRüë5ÞäpÔsÚÜÞèVÚ ÔsÖ\äpÞÖâ>Ô
ûpÖ`ÔSþ¿Þ°â`ãÕØ}â
K`(∀x1 . . .∀xk(ϕ1 ∨ ϕ2))
èjßØ¿ììÞûÜâ`Þä ëLüØ äpÞâ`ÞÖ`×1èVÚÜèVß\â`èVì£ûÕØ¿Ö\â`èaØ¿ÙjÙjü
ÔsÖ`äÜÞÖ`Þä±Ø}ÝÜâ>Ôs×£Ø}â`ÔsÚ@å
;âÖ`Þ×Ø¿èjÚpßnâ`Ô«ûÜÖ`ÔSþsÞÇâ>ãpØ}â
K`(∃x1 . . .∃xkϕ)
Ø¿Úpä
K`(∀x1 . . .∀xkϕ)
Ø}Ö`ÞØ¿ììÞûÜâ>Þä
ëLü äÜÞâ>ÞÖ`×1èVÚpèjß\â`èVìûÕØ¿ÖMâ>èaØ}ÙVÙjü±ÔsÖ`äÜÞÖ`ÞäêØ¿ÝÜâ`Ôs×£Ø}â^Ø%áTÔsÖ
ϕ ∈ {Rf (xi), xi = xj, xi <r
xj | 1 ≤ i ≤ `, 1 ≤ j ≤ `}
åÜæ ÞÔsÚpÙjüÛsèjþ¿Þâ>ãpÞûpÖ\Ô3Ô¿ááTÔsÖ
Rf (xi)
å
 ﬁtÞâ
H = K`(∃x1 . . .∃xkRf (xi))
å ;á
i ≤ k
àpâ`ãpÞÚ
H = {t ∈ K`−k | ∃p, t(p) = (f, u)} = K`−k ∩
⋃
u∈{0,1}`−k
H`−k((f, u)).
 !ãpÞÚÀàtÝpß`èjÚpÛ ﬁtÞ×1×Ø ﬁØ}Úpä ﬀ3à
H
èjßØ¿ììÞû3â>Þä ëLü Ø%äpÞ¹â>ÞÖ`×1èVÚpèjß\â>èjì'ûpØ¿Ö\â`èaØ¿ÙjÙjü
ÔsÖ\äpÞÖ\Þä¶Ø¿ÝÜâ`Ôs×ØQâ>ÔsÚ@ådÔSé è¬á
i > k
àpâ>ãÜÞÚ
H = {t ∈ K`−k | ∃p, t(p) = (f, u) and u(i− k) = 1}
= K`−k ∩
⋃
u∈{0,1}`−k, u(i−k)=1
H`−k((f, u)).
3èj×£èjÙaØ¿Ö\Ùjü¿à
H
èjßﬃØ¿ììÞûÜâ`Þä¶ëKü«ØÇäpÞ¹â>ÞÖ`×1èVÚpèjß\â>èjìnûÕØ}Ö\â>èVØ¿ÙVÙ¬ü1ÔsÖ`äpÞÖ`Þä±Ø¿Ý3â>Ôs×£Ø}â>Ô¿Ú@å
  ﬁtÞâ
S = K`(∃x1 . . .∃xk¬Rf (xi))
å ;á
i ≤ k
àpâ>ãpÞÚ
S = {t ∈ K`−k | ∃p, t(p) 6= (f, u)} = K`−k ∩
⋃
u∈{0,1}`−k , g 6=f
H`−k((g, u)).
-¶Ô¿Ö`ÞÔSþ¿ÞÖàHè¬á
i > k
àÜâ>ãÜÞÚ
H = {t ∈ K`−k | ∃p, t(p) 6= (f, u) and u(i− k) = 1}
= K`−k ∩
⋃
u∈{0,1}`−k, u(i−k)=1,g 6=f
H`−k((g, u)).
ú
ß
áTÔ¿Ö
1)
à ;â'áTÔsÙVÙjÔÆéﬃßâ>ãpØ}â
S
èVß
Ø¿ììÞûÜâ`ÞäëLüêØ±äpÞ¹â>ÞÖ`×1èVÚpèjß\â>èjì£ûpØ¿Ö\â`èaØ¿ÙjÙjü ÔsÖý
äpÞÖ`ÞäﬁØ¿ÝÜâ`Ôs×ØQâ>ÔsÚ@å"/JÔ¿Úpß`Þ=hÝÜÞÚLâ>Ù¬ü
K`(∀x1 . . . ∀xkRf (xi))
Ø¿ÙVß\Ô
èVß/Ø¿ììÞûÜâ>ÞäﬁëKü£Ø
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∆′ = {pii((f, u))(q1, . . . , qk) → q | (f, u)(q1, . . . , qk) → q ∈ ∆}
ﬁtÞâ
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